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INTRODUCERE

Extinderea aplicatiilor informaticii in stiintele cconomice, sociale,
tchnice etc., ridicd o problemd esentiald s1 anume aceea de a rdspunde la
intrebarea: in ce mdasurd aceste aplicatii pot fi utile pentru abordarea diferitelor
clape ale conducerii, planificarii §i analizei proceselor economice, sociale,
lehnice, sau de altd naturd?

Cresterea continud a complexitatii vietii economico-sociale impune
necesitatea de a recurge la modelele matematice si la sistemele de calcul, atét
pentru fundamentarea deciziilor umane cét si pentru prognozarea consecintelor
pe care acestea le pot avea asupra oamenilor,

Concepand modelul matematic ca un triplet

variabile (parametri) de intrare,
relatii functionale (de legdturd),
variabile (parametri) de iesire

in primul capitol prezentam céteva dintre cele mai reprezentative modele de
optimizare liniara si neliniard cu multiple posibilititi de aplicare in optimizarea
comportarii sistemelor economice , sociale, tehnice, etc.. Sunl prezentate
modele liniare, modele discrete, modele pitratice si modele cu functie obiectiv

fractionard.

In capitolul al doilea prezentam doudizeci si una de probleme economice,
sociale i tehnice care se modeleazii ca probleme de programare matematica
liniard, patratica sau fractionard. Scopul acestui capitol este accla de a motiva
tratarea modelelor matematice din capitolu! precedent si de a evidentia vastul
domeniu de aplicabilitate a acestora.

Demersul intreprins are ca obiccliv central evidentierea modalitatilor de
utilizare a produselor Solver, The Management Scientist (MS) si MatLab in
rezolvarea unor probleme de programare matematica.

In capitolul al treilea este prezentatd componenta Solver din MS-
EXCEL cu referiri speciale la:

— principalele ferestre de dialog;

— conditiile pentru celula functici obicctiv;

— algoritmi si metode utilizate de Solver;



— modificarea si stergerea unor restrictii in Solver:
— ghid de folosire Solver pentru un model dat;

— salvarea unei probleme rezolvate cu Solver;

— crearea unui raport folosind Selver;

— definirea si rezolvarea unei probleme cu Solver.

Capitolul al patrulea trateazi produsul The Management Scientist
(prescurtat. MS). Sunt dezvoltate aspecte privind etapele de lucru cu MS.
meniurile Top level menu, Problem selection menu, Problem disposition
menu _.si Problem solution menu, precum si modul de rezolvare a problemelor
de programare liniard si de programare discreta utilizand MS.

In capitolul al cincilea este prezentat produsul MatLab i se insistd
asupra posibilitatilor si limitelor produsului MatLab, rezolvarii problemelor de
programare liniard cu MatLab si rezolviri problemelor de programare
patratica utilizind MatLab.

Ultimul capitol al lucririi, al saselea, este consacrat unor semnificative
rezultate numerice. Sunt rezolvate doudizeci de probleme de programare
matematicd, de diverse tipuri, cu ajutorul celor trei produse: Solver, The
Management Scientist si MatLab. Este de mentionat rezolvarea comparativa a
problemelor selectate cu produsele mentionate.

1.MODELE DE PROBLEME DE
PROGRAMARE MATEMATICA

Activitatea modernd in domeniul productiei industriale si conducerii
activitatii economico-sociale a devenit atit de complexd, ncat rezolvarile
traditionale nu mai sunt de mult suficiente. O mare parte dintre problemele care
se pun in conducerea activitatii economico-sociale sunt probleme de optimizare.

Modelarea matematici a acestor probleme oferd posibilitatea
determinarii solutiilor optime (din anumite puncte de vedere), cu consecinte
imediate asupra cresterii eficientei economice a sectorului respectiv.

Programarea matematica prezintd un deosebit interes, atal din punct de
vedere teoretic, cat mai ales din punct de vedere practic. Din acest al doilea
punct de vedere, se impune a mentiona faptul c¢d probleme dintre cele mai
dificile si din cele mai variate domenii sunt rezolvabile cu ajutorul programarii
matematice,

Problema de programare matematicd este o problema de maximizare sau
minimizare a unei functii (sau a mai multor functii) de mai multe variabile,
numitd (numite) functie (functii) obiectiv, sau functie (functii) scop, sau lunctie
(functit) de eficientd, ale cérei (caror) variabile satisfac un sistem de restrictii
exprimat prin egalitati sau inegalitati.

Modelul unei probleme de programare matematica este urmétorul:

max(min)(z, = f, (X, %,.....x,)), = 1...F
8.(x. %5..0x,)p,0,i =L...,m L

p. el =z} i=1L.,m.

In cazul r>! modelul (1) este multidimensional (multiobiectiv). In
prezentul volum vom trata numai cazul r=1.

1.1. Conceptul de model matematic

Cercetarea operationald — ca stiintd a adoptarii deciziilor eficiente — nu
poate fi definitd fara a face apel la conceptele de operatie, strategie, model.

Definim operatia ca fiind un ansamblu de actiuni indreptate spre
realizarea unui anumit scop. Scopul unei operatii este, in general, constituit
dintr-un ansamblu de obiective.

Multimea factorifor (eventual persoanelor) care actioneazd intr-o
operatie pentru indeplinirea scopului propus se numeste parte operafivi, iar
resursele pe care le are Ja dispozitie partea operativa, pentru a-si realiza scopul,

9



se numesc mijloace active.

Modul de. actiune a partii operative, adici modul de utilizare a
mijloacelor active, se numeste strategie sau politica.

In studiul oricirei operatii se deosebesc patru etape fundamentale:

[ analiza operatiei, cautarca si descrierea mijloacelor de actiune care
ar putea duce la atingerea scopului operatiei;

2. modelarea matematici a operatiei care si dea o descriere matematici

a scopului;

estimarea §i compararea eficacititii diverselor strategii pe baza

modelului construit;

4. studierea strategiilor optime si a metodelor matematice pentru
obtinerea acestor strategii.

(@8]

Modelarea matematica a operatiilor si n gencral a proceselor realitdtii
inconjurdtoare, este insotitd aproape intotdeauna de existenta a doud tendinte
contrare: pe de o parte se cautd ca modelul si reflecte cAt mai exact procesul
real, iar pe de alta parte, se doreste obtinerea unui model cat maj simplu, care sd
permita rezolvarea completd a problemei. Rezolvarea acestei contradictii este
echivalenta cu gisirea echilibrului  dintre Wsupraaglomerare”  si | supra-
simplificare’.

Prin model matematic intelegem tripletul realizat in figura urmitoare.

VARABILE (PARANETRI)
DE INTRARE >

S i \||
it

RELATI |

ILEZATLIRT )

| FURCTICNALE 7

Variabilele (parametrii) de intrare reprezinta variabilele (parametrii) ale
cdror valori sunt cunoscute (sunt date sau estimate), variabilele (parametrii) de
icsire reprezintd variabilele (parametrii) ce rezulta din prelucrare, iar relatiile
functionale exprima legaturile (dependentele, relatiile) dintre variabilele de
intrare st variabilele de iesire, care pot fi ecuatii (inecuatii) algebrice, ecuatii
diferentiale, ecuatii integrale etc.

Procesul modelarii cuprinde urmatoarele etape:

* cunoasterca detaliatd a realitatii sistemului (procesului) care se
modeleaza;

e construirea propriu-zisd a modelului matematic;
o experimentarea modelului matematic si evaluarea solutiel;
e implementarca modelului matematic si implementarea solutiei.

Construirea propriu-zisa a modelului consta fn una din urmatoarele doud

situatii:

o alegerea unuia dintre modelcle clasice care corespunde probleme
formulate, caz in care trebuie si se stabileasca corespondenta dintre
realitate si ansamblul de modele cunoscute in literatura de
specialitate;

e elaborarea unui nou model, acesta putdnd fi:

— combinatie de modele clasice;
— model nou propriu-zis.

In cele ce urmeazi ne propunem s prezentim céteva dintre cele mai
reprezentative  modele de optimizare cu  restrictii (dcc?i .de programare
matematicd), cu multipie posibilitati de aplicabilitate in optimizarea sistemelor
si proceselor economice, lehnice, sociale, etc,

1.2. Modele liniare

Modelul (1) in cazul in care functiile f,(h=1...r) si g (i=1...,m)

sunt liniare, se numeste finiar.

1.2.1. Modelul general al unei )
probleme de programare liniara

Modelul general al unei probleme de programare liniard este:

min(max)( z = ¢, x, + Cox, + <’;_,\‘})

Apx +ALx, + Apxy 2D, 2)
Ayx, +Anx, +A,x, =b,

Ayx, +Anx, HALx, < by

X, 2 0.x, —oarecare ,x, < 0

unde A, € M(p,k). A, (p,I—k), As(p.n—10);
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b, € M(p.1),b, € M(g - p,D), b, € M(m—q.1);
c, e Mk D), ¢, e M=KD, ¢y € M(n—11).

Modelul (1) poate fi scris detaliat astfel:
I_(l/l| L. LA

u ; AN et A X Gy Xy et X X a2 b,
o St ' L

o

Ay € M(g—p.k). A, € M(g—p.l—k), Ay e M(g—p.n—1),

AN Tt @ X+ X Feeta, X Xy e, 2b,
- F s o
ap+l.l T a,;+|.k “p+|‘j\-.|.| . . a

gl
prLi

Xyttt X T K tota, X X Tt d X :b,;+|

2

f/,,\-ﬂ +"'+a(/k'xk +aq.k+lxk+| +"'+aq1xl +a{/./+|xl+l +"'+a(/u‘xu :bq

A Xy Tt X T A X Tt a Xt X T A, Y S qu
a,

ok L a(/.k+|

”mlxi +..+ amkxk + am.kﬂxkﬂ +"'+amlxl + a’m.H—lx/H +..+ amnxu = bm
a/’*' I+1 s ﬂf."fl.ll

r X, 20

a
L gl

Max(Min)(z = ¢, X, ot € X, +C Xy Font 00 0 Xy Toh 6,X,) -
g.+] « s @ o

Modelul dual al modelului (2) este modelul (3):

Au + A,y A uy Sc EX
Ay € MUn—q, k), A, € M(m—g,1— k), Ay eM(m—gq.n-1), v e e I I]

AL, + AR U + Ay, = ¢y
u a Ap'uy + Ay, + AU, 2 ¢, l<e,] 3)
P R £ P Qpitgnr -+ - a
t g+l
u, 2 0[< 0]
_ ’ ’ u, —oarecare
Ay . § .. . =
F iy < 0[2 0]

max(min](w = b, 'u, +b,'u; +by'uy).

aml L a

nk+! oo a,,,/

at/+|v/+l aq+|,.,

1.2.2. Modelul standard al unei
probleme de programare liniara

ot

in modelul standard toate restrictiile sunt egalitdti, functia obiectiv se
L £

minimizeaza sau se maximizeazi, iar variabilele sunt supuse conditiilor de
 yun nenegativitate.




min[max|(z = ¢'x)
Ax=5h

(4
x 20 :
A€ M(nm,n), c e M(nl), b e M(i.l).

Modelul dual al modelului (4) este:
max|minf(w = b'u)
Au<c[=c] &)

H—odarecare,

1.2.3. Modelul canonic al uneij
probleme de programare liniara

' .Modelele (6) 1 (7) in care tunctia obiectiv se minimizeazi, respectiv se
maximizeaza, restrictiile sunt toate inegalitdti de acelasi tip (* =" respectiv * <)
1ar variabilele sunt supuse conditiilor de nenegativitate sunt modele canonice.

min(z = ¢'x)

Ax>2b (6)
0

x20

AeM(mn), ce M(n,1), b e M(m,1)

max(z = ¢'x)
Ax<h (7
x =20
AeM@mn),ce M(n1),b M(m, D).
o Modelele duale modelelor (6) respectiv (7) sunt modelele (8) respecliv
max(w = b'u)
Au<c ®)
u=>0
min(w = b'u)
Auzc 9)

uz0
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Observatie:
Modelele general, standard si canonic ale unei probleme de programare
liniard sunt echivalente, abstractie ficind de urmdtorul set de trans-

forméri elementare:

i, ma‘(xf(x) :—mip{ff(x)} VX SR, VX SR

"
(in particular pentru f(x) =c'x = Zc/.x/, unde c.xe X C R");
j=1
" H
if. Za,,x/ <h & fZa,/x/ 2 —b,,
j=1 i=1

H i

5 [ _ T i
Za«/“\f >bh & Za”.)»/. <—b;;
=l j=1

VX ER= x=x,—x,, X, X, 20;
vx<0e=—x20;

it

¢ <
" ZU’/’X/ - b'

v Y a,x, =b "

L ax; = b )

j=1 >
E dyx; 2 b,
=1

\'1.2(1”.,\, <h & Za”_,\'/ +y,=b, y 20,
j=1 i=1

" "
Zaux/ 2b = Ea,/,\‘/ -y, =b, y =20
y! 1=1

1.3. Modele discrete

Un model de problema de programare matematica in cazul in care unei
submultimi a multimii variabilelor i se impune restrictia de integritate devine

model discret care are forma (10).

max(min) f(x,. x50, X, )
¢ (X xy L )P, 00 =120 m
xoeScZkeN c{12..n}

Z — multimea numercelor intregi.

(10)



Daca N, ={12...,n} atunci modelul (10) devine model pentru o
problemd de  programare (totald) in numere intregi. Daci incluziunea
N, c{1.2,...,n} este strictd, modelul (10) devine model mixt. in consideratiile
noastre toate modelele discrete vor fi liniare.

1.4. Modele bivalente

In cazul S= {01} si N, ={1,2,...,n}) modelul (10) devine model
bivalent (binar). Acesta are forma (11);

max(min) f(x,,x,,...,x, )
g.(%,%y,..,x, )p,0,i=12,..,m an

x, {01} ke{l2. .. n}.

1.5. Modele convexe

Modelul unei probleme de programare convexi este:
minf(x)

alx)<0

xe X, X —convexa

f:X =R, f—convexa

a: X — R'”,a:(a,,al,,,,.am)’,a, —convexe(i=12,...m).

(12)

Un model particular de problema de programare convexi este acela in
care:

X={xeR"/x20}. (13)

Conditiile Kuhn-Tucker, desi aparent constituie rezultate de facturd pur
teoreticd, in sensul ca nu oferd o metoda practica de determinare a programului
optim, acestea constituic baza majoritatii algoritmilor pentru rezolvarea
problemelor de programare convexa.

In acest context mentiondm celebra teoremad Kuhn-Tucker, in ipoteza de
diferentiabilitate a functiilor convexe f si a,(i=12,....,m):

A
Conditia necesard si suficienta pentru ca xe R" sa fie o solutie a

problemei (12)-(13) este sd existe u € R™ astfel ca:
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a(x) <0 (14)
>0
4>0 (15)

Vf(;() + V(t(':)\()';t >0

L;'cz(;c) =0 (16)
VIVF() + Va(xyu]=0.

Dacii in modelul (12) avem X =R" atunci concluzia din teorema
Kuhn-Tucker devine:

a(x) <0 (147)
)A(e R"
120 (15%)

VF (0 + Va(x)'u=0

da(n) =0, (167)

1.6. Modele patratice

Modelul problemei de programare pitraticd in care restrictiile sunt
inegalititi liniare este prezentat in (17):

min{ f(x)= p'x+1/2x'Cx}

Ax=b

x20

Ae M(m,n),be M(m,l), pe M(n,l)

C e M(n,n),C — simetricd .

(17)

Functia f este convexi (strict convexa) daca si numai daca matricea C

este pozitiv semidefinita (pozitiv definitd). Agadar, in cazul in care lﬂatrlfea C
este  pozitiv semidefinitd, rezultatele din programarea convexa  se

17



particularizeaza imediat pentru modelul (17).

Modelul dual al modelului (17), care rezultd din teorema Kuhn-Tucker
[5], este (18), in care se maximizeazd lagrangeianul asociat problemei (17) cu Cax—vtAu=-p
restrictiile date de conditiile Kuhn-Tucker:

v 20.vz20
max{®(x,u) = p'x+1/2x' Cx+u'(h— Ax)} .
Axzb,u>0 v =0
Cx—Auz—-pxz0 (%) In cazul unei probleme de minmizare a unei func_ti'i patratice strict
Wb~ Ax) =0 convexe cu restrictii inegalitati liniqre (;\;l]tl‘Ll care esL? p\OSIblE{ [’QZ(I)II\’H.I‘ifll C]L:
X (Cx—Au+p)=0 Jqutorul unei metode specific combinatorie reprezentatd de algoritmul fut the

i Van de Panne), modelul este urmdtorul:
Teorema Kuhn-Tucker pentru modelul (17) se exprim3 astfel:

3 1 L IO : o o . min{ f(x) = p'x+1/2x'Cx}
Dacé C este pozitiv semidefinita atunci conditia necesard si suficienti '

Ax<h (23)
Ae MG, n).be M.t
C e M(n,n),C — pozitiv definitd ,

pentru ca x € R" sa fie un program optim (solutie) pentru problema (17) este ca

" A A
sdexiste u € R" veR", yeR"™ asttel ca:

Ax- ; =b Daci restrictiile sunt egalititi liniare modelul este:
X 2y min] f(x)=p'x+1/2:Cx}
Cx~Au-v=-p (19) {f( /
A A A A Ax=b (24)
x20,uz20v20,y>20 Ae M(m,n).be M(m,1)
X = O’;'; =0 C e Mn,n),C — pozitiv definiia .
Pentru modelul patratic (20) in care restrictiile sunt exprimate prin caz Tn care conditiile IKuhn-Tucker de optimalitate sunt:
egalitati liniare:

galitati liniare s -
min{f (x) = p'x+1/2x'Cx} Cx+ Au=—p
Ax=b (20)

i modelul dual este:

x20

max{b'u—1/2x"Cx}

Ax=0b
max{P(x,u) = p'x+1/2x'Cx+u'(b— Ax)) Cy+ Au=-p.

Ax=0b
Cx—Auz2-—p,x>20
X(Cx—A'u+p)=0.

modelul dual este (21): {(26)
@n
1.7. Modele de transport
Problemele de transport s-au impus datoritd multiplelor posibilitati de

bl ar erd in diverse scctoare ale ivitdtii economice.
; aplicabilitate pe care le oferd in diverse scctoare ale activitat
vector x € R” pentru problema (20) sunt: Mentionim numai cateva dintre acestea:

Conditiile Kuhn-Tucker, necesare si suficiente pentru opiimalitatea unui



